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3ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Íàñòîßùàß ðàáîòà îòíîñèòñß ê îäíîìó èç âàæ-
íåéøèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè  òåîðèè ñèíòåçà, íàäåæíîñòè
è ñëîæíîñòè óïðàâëßþùèõ ñèñòåì.
Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè îáóñëîâëåíà âàæíîñòüþ ìíî-
ãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé, âîçíèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ íàóêè è òåõíè-
êè. Âñå ðàçíîîáðàçíûå ñðåäñòâà öèôðîâîé òåõíèêè: ÝÂÌ, ìèêðîïðîöåññîðíûå
ñèñòåìû èçìåðåíèé è àâòîìàòèçàöèè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, öèôðîâàß
ñâßçü è òåëåâèäåíèå è ò.ä.  ñòðîßòñß íà åäèíîé ýëåìåíòíîé áàçå, â ñîñòàâ êî-
òîðîé âõîäßò ÷ðåçâû÷àéíî ðàçíûå ïî ñëîæíîñòè ìèêðîñõåìû  îò ëîãè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ, âûïîëíßþùèõ ïðîñòåéøèå îïåðàöèè, äî ñëîæíåéøèõ ïðîãðàììè-
ðóåìûõ êðèñòàëëîâ, ñîäåðæàùèõ ìèëëèîíû ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ. Ëîãè÷åñêèå
ýëåìåíòû öèôðîâûõ óñòðîéñòâ âî ìíîãîì îïðåäåëßþò ôóíêöèîíàëüíûå âîç-
ìîæíîñòè ïîñëåäíèõ, èõ êîíñòðóêòèâíîå èñïîëíåíèå, òåõíîëîãè÷íîñòü, íàäåæ-
íîñòü.
Ê ÷èñëó îñíîâíûõ ìîäåëüíûõ îáúåêòîâ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñèíòåçà,
ñëîæíîñòè è íàäåæíîñòè óïðàâëßþùèõ ñèñòåì îòíîñßòñß ñõåìû èç íåíàäåæíûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèå áóëåâû ôóíêöèè. Ðàçðàáîòêà ñïå-
öèàëüíûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà ñõåì èç íåíàäåæíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
ñâßçàíà, ãëàâíûì îáðàçîì, ñ âûáðàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ íåèñïðàâ-
íîñòåé. Îäíà èç îñíîâíûõ ìîäåëåé îïðåäåëßåòñß èíâåðñíûìè íåèñïðàâíîñòß-
ìè íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ. Â äèññåðòàöèè ðåøàåòñß çàäà÷à ïîñòðîåíèß àñèìï-
òîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ (àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèõ) ïî íàäåæíîñòè ñõåì â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû ïîäâåðæåíû èíâåðñíûì íåèñ-
ïðàâíîñòßì íà âûõîäàõ. Çàäà÷à ðåøàåòñß âî âñåõ ïîëíûõ áàçèñàõ, ñîäåðæà-
ùèõ ôóíêöèè íå áîëåå ÷åì òðåõ ïåðåìåííûõ. Óäåëßåòñß âíèìàíèå ñëîæíîñòè
àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ïî íàäåæíîñòè ñõåì.
Âïåðâûå çàäà÷ó ñèíòåçà íàäåæíûõ ñõåì èç íåíàäåæíûõ ôóíêöèîíàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàë Äæ. ôîí Íåéìàí1.Îí ïðåäïîëàãàë, ÷òî ýëåìåíòû
ïîäâåðæåíû èíâåðñíûì íåèñïðàâíîñòßì íà âûõîäàõ, êîãäà ôóíêöèîíàëüíûé
ýëåìåíò ñ ïðèïèñàííîé åìó áóëåâîé ôóíêöèåé ϕ â íåèñïðàâíîì ñîñòîßíèè,
1von Neuman J. Probabilistic logics and the synthesis of reliable organisms from unreliable components //
Automata studies / edited by Shannon C., Mc. Carthy J.  Princeton : Princeton University Press, 1956
(Ðóññêèé ïåðåâîä: Àâòîìàòû.  Ì. : ÈË, 1956.  Ñ. 68139.)
4â êîòîðîå ïåðåõîäèò íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ýëåìåíòîâ ñõåìû ñ âåðîßòíîñòüþ
ε (ε ∈ (0; 1/2)), ðåàëèçóåò ôóíêöèþ ϕ¯. Ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà
Äæ. ôîí Íåéìàí óñòàíîâèë, ÷òî ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ðåà-
ëèçîâàòü ñõåìîé, âåðîßòíîñòü îøèáêè íà âûõîäå êîòîðîé ïðè ëþáîì âõîäíîì
íàáîðå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ íå ïðåâîñõîäèò c1ε (c1  íåêîòîðàß àáñîëþòíàß
êîíñòàíòà) ïðè ëþáîì ε ∈ (0; 1/6]. Îäíàêî ñëîæíîñòü òàêîé ñõåìû ñ ðîñòîì
÷èñëà èòåðàöèé óâåëè÷èâàåòñß ýêñïîíåíöèàëüíî (ïðèìåðíî â 3k ðàç, ãäå k 
÷èñëî èòåðàöèé).
Çàòåì ñõåìû ñ èíâåðñíûìè íåèñïðàâíîñòßìè íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ èñ-
ñëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ Ð. Ë. Äîáðóøèíà, Ñ. È. Îðòþêîâà, Ä. Óëèãà è íåêîòîðûõ
äðóãèõ àâòîðîâ, ïðè÷åì ãëàâíîå âíèìàíèå óäåëßëîñü ñëîæíîñòè òàêèõ ñõåì
(çàäà÷à ñèíòåçà íàèëó÷øèõ ïî íàäåæíîñòè ñõåì íå ñòàâèëàñü). Ñôîðìóëèðóåì
ïîëó÷åííûå èìè ðåçóëüòàòû.
Ðàññìàòðèâàåòñß ðåàëèçàöèß áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç íåíàäåæ-
íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå
B = {e1, e2, ..., em}, m ∈ N (ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ Ei,
ôóíêöèè êîòîðûõ ei ïðèíàäëåæàò áàçèñó B, áóäåì òàêæå íàçûâàòü áàçèñîì2
B). Êàæäîìó ýëåìåíòó Ei áàçèñà ïðèïèñàíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî v(Ei)  âåñ
äàííîãî ýëåìåíòà. Ñëîæíîñòü L(S) ñõåìû S îïðåäåëßåòñß êàê ñóììà âåñîâ âñåõ
âõîäßùèõ â íåå ýëåìåíòîâ. Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî âñå ýëåìåíòû ñõåìû íåçàâèñè-
ìî äðóã îò äðóãà ñ âåðîßòíîñòüþ ε ïîäâåðæåíû èíâåðñíûì íåèñïðàâíîñòßì íà
âûõîäàõ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü Pf¯(a˜)(S, a˜)  âåðîßòíîñòü ïîßâëåíèß çíà÷åíèß f¯(a˜)
íà âûõîäå ñõåìû S ïðè âõîäíîì íàáîðå a˜ ñõåìû S. Íåíàäåæíîñòü P (S) ñõåìû
S, ðåàëèçóþùåé áóëåâó ôóíêöèþ f(x˜), ðàâíà P (S) = max
a˜
Pf¯(a˜)(S, a˜), ãäå ìàê-
ñèìóì áåðåòñß ïî âñåì âîçìîæíûì âõîäíûì íàáîðàì a˜ ñõåìû S. Íàäåæíîñòü





õàðàêòåðèçóþùàß ñëîæíîñòü ñõåì, ðåàëèçóþùèõ áóëåâû ôóíêöèè îò n ïåðå-
ìåííûõ â áàçèñå B, ãäå ìèíèìóì áåðåòñß ïî âñåì ñõåìàì S èç íåíàäåæíûõ ýëå-
ìåíòîâ, ðåàëèçóþùèì ôóíêöèþ f(x1, x2, ..., xn) ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S) ≤ p,
à ìàêñèìóì  ïî âñåì áóëåâûì ôóíêöèßì f îò n ïåðåìåííûõ.
Ïóñòü ρ = min
Ei
(v(Ei)/(n(Ei)− 1)), ãäå ìèíèìóì áåðåòñß ïî âñåì ýëåìåí-
òàì Ei áàçèñà, äëß êîòîðûõ n(Ei) > 1, n(Ei)  ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåí-
2Ëóïàíîâ Î. Á. Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ñëîæíîñòè óïðàâëßþùèõ ñèñòåì.  Ì. : Èçä-âî ÌÃÓ, 1984.
5íûõ ôóíêöèè ei, ðåàëèçóåìîé ýëåìåíòîì Ei, à v(Ei)  âåñ ôóíêöèîíàëüíîãî
ýëåìåíòà Ei, i = 1, . . . ,m.
Î. Á. Ëóïàíîâ3 ïîêàçàë, ÷òî äëß ñõåì, ðåàëèçóþùèõ áóëåâû ôóíêöèè îò
n ïåðåìåííûõ è ñîñòîßùèõ òîëüêî èç íàäåæíûõ ýëåìåíòîâ (ò.å. ïðè ε = 0 è
p = 0), âûïîëíßåòñß ñîîòíîøåíèå L0,0 ∼ ρ2n/n.
Ñ. È. Îðòþêîâ4 äëß èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòåé íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ
ïîëó÷èë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ïóñòü 0 < ε < ε0, p > q(ε)Lg, ãäå Lg  ìè-
íèìàëüíîå ÷èñëî íàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, íåîáõîäèìîå äëß ðåàëèçàöèè ôóíêöèè
ãîëîñîâàíèß g(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3 â ðàññìàòðèâàåìîì áàçèñå,
q(ε)  íåêîòîðàß ôóíêöèß, òàêàß ÷òî q(ε) = ε+ 3ε2 + o(ε2) ïðè ε→ 0. Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêàß ôóíêöèß ρ(ε)→ ρ ïðè ε→ 0, ÷òî Lp,ε(n) . ρ(ε)2n/n.
Ä. Óëèã5 äëß èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòåé íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ ñ âåðî-
ßòíîñòüþ îøèáêè ε äîêàçàë, ÷òî äëß ëþáûõ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ÷èñåë b è h
(b, h > 0) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ε′(ε′ ∈ (0, 1/2)), ÷òî ïðè ëþáîì ε (ε ∈ (0, ε′])
è ëþáîì p, óäîâëåòâîðßþùåì óñëîâèþ p ≥ (1 + h)εLg (òî÷íåå p ≥ q(ε)Lg),
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå Lp,ε(n) . (1 + b)ρ2n/n.
Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòàõ Ñ. È. Îðòþêîâà è Ä. Óëèãà àñèìïòîòèêà
ôóíêöèè Øåííîíà ñîõðàíßåòñß ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëß, ñêîëü óãîäíî áëèç-
êîãî ê åäèíèöå (ïðè ýòîì âåðîßòíîñòü ñáîß ε îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé), ò.å. íàé-
äåííûå èìè ìåòîäû ñèíòåçà ïîçâîëßþò ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå
ïî ñëîæíîñòè ñõåìû, ôóíêöèîíèðóþùèå ñ íåêîòîðûì óðîâíåì íàäåæíîñòè.
Èç ðåçóëüòàòîâ Í. Ïèïïåíäæåðà6 ñëåäóåò, ÷òî â áàçèñå {x1&x2, x1 ∨ x2,
x¯1} ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòßõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ ëþáóþ áóëåâó ôóíê-
öèþ îò n ïåðåìåííûõ ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé S, ÷òî P (S) ≤ 18ε
ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/200], L(S) . 1702n/n.
Ñ. Â. ßáëîíñêèé7 ðàññìàòðèâàë çàäà÷ó ñèíòåçà íàäåæíûõ ñõåì â áàçèñå
B = {x1&x2, x1 ∨ x2, x¯1, g(x1, x2, x3)}. Îí ïðåäïîëàãàë, ÷òî ýëåìåíò, ðåàëè-
3Ëóïàíîâ Î. Á. Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ñëîæíîñòè óïðàâëßþùèõ ñèñòåì.  Ì. : Èçä-âî ÌÃÓ, 1984.
4Îðòþêîâ Ñ. È. Îá èçáûòî÷íîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç íåíàäåæíûõ ýëåìåí-
òîâ // Òðóäû ñåìèíàðà ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèßì (ã. Ìîñêâà, 2729 ßíâàðß 1987 ã.). 
Ì. : Èçä-âî Ìîñê. óí-òà, 1989.  Ñ. 166168.
5Uhlig D. Reliable networks from unreliable gates with almost minimal comlexity // Fundamentals of
Computation Theory. Intern. ñonf. FCT'87 (Kazan, June 1987).  Berlin : Springer-Verl, 1987.  P. 462469.
6Pippenger N. On networks of Noisy Gates // 26 Symposium on Foundation on Computer science
(Portland, 2123 October 1985).  Portland : IEEE, 1985.  P. 3038.
7ßáëîíñêèé Ñ. Â. Àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä ñèíòåçà íàäåæíûõ ñõåì èç íåíàäåæíûõ ýëå-
ìåíòîâ // Banach Center.  1982.   7.  P. 1119.
6çóþùèé ôóíêöèþ ãîëîñîâàíèß g(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, àáñîëþòíî
íàäåæíûé, à êîíúþíêòîð, äèçúþíêòîð è èíâåðòîð  íåíàäåæíûå, ïîäâåðæåíû
ïðîèçâîëüíûì íåèñïðàâíîñòßì, íåíàäåæíîñòü êàæäîãî èç íèõ íå áîëüøå ε.
Èì äîêàçàíî, ÷òî äëß ëþáîãî p > 0 ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëß êàæ-
äîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xn) ñòðîèò òàêóþ ñõåìó S, ÷òî P (S) ≤ p,
L(S) . 2n−1/n.
Â. Â. Òàðàñîâ8 ðàññìàòðèâàë çàäà÷ó ïîñòðîåíèß ñõåì ñêîëü óãîäíî âû-
ñîêîé íàäåæíîñòè (êîãäà P (S) → 0). Äëß áàçèñîâ èç íåíàäåæíûõ ôóíêöè-
îíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ äâóìß âõîäàìè è îäíèì âûõîäîì Â. Â. Òàðàñîâ íà-
øåë íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ ïðîèçâîëüíûå áóëåâû
ôóíêöèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìàìè ñêîëü óãîäíî âûñîêîé íàäåæíîñòè. Èç
ïîëó÷åííûõ èì ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèß ñêîëü óãîäíî
íàäåæíûõ ñõåì äëß âñåõ, îòëè÷íûõ îò x1, x2, . . . , xn, ôóíêöèé f(x1, x2, . . . , xn)
ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòßõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ.
Ïóñòü Pε(f) = inf
S
P (S), ãäå èíôèìóì áåðåòñß ïî âñåì ñõåìàì S èç
íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèì ôóíêöèþ f . Ñõåìà A èç íåíàäåæíûõ
ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùàß ôóíêöèþ f , íàçûâàåòñß àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øåé






Ì. À. Àëåõèíà9 ðåøàëà çàäà÷ó ïîñòðîåíèß àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ
(àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèõ) ïî íàäåæíîñòè ñõåì ïðè îäíîòèïíûõ êîíñòàíò-
íûõ íåèñïðàâíîñòßõ òîëüêî íà âõîäàõ èëè òîëüêî íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ. ×òîáû
ñôîðìóëèðîâàòü ïîëó÷åííûå Ì. À. Àëåõèíîé ðåçóëüòàòû, ââåäåì íåîáõîäèìûå
îïðåäåëåíèß.
Åñëè íåèñïðàâíîñòü òàêîâà, ÷òî ýëåìåíò (ðåàëèçóþùèé â èñïðàâíîì ñî-
ñòîßíèè ïðèïèñàííóþ åìó áóëåâó ôóíêöèþ) â íåèñïðàâíîì ñîñòîßíèè, â êî-
òîðîå ïåðåõîäèò ñ âåðîßòíîñòüþ ε ∈ (0; 1/2), ðåàëèçóåò êîíñòàíòó 0, òî îíà
íàçûâàåòñß íåèñïðàâíîñòüþ òèïà 0 íà âûõîäå ýëåìåíòà. Åñëè æå ýëåìåíò â
íåèñïðàâíîì ñîñòîßíèè ðåàëèçóåò êîíñòàíòó 1, òî òàêàß íåèñïðàâíîñòü íàçû-
âàåòñß íåèñïðàâíîñòüþ òèïà 1 íà âûõîäå ýëåìåíòà.
8Òàðàñîâ Â. Â. Ê ñèíòåçó íàäåæíûõ ñõåì èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ // Ìàòåì. çàìåòêè.  1976. 
T. 20.   3.  C. 391400.
9Àëåõèíà Ì. À. Ñèíòåç àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ïî íàäåæíîñòè ñõåì èç íåíàäåæíûõ ýëåìåí-
òîâ : ìîíîãðàôèß.  Ïåíçà : Èíôîðìàöèîííî-èçäàòåëüñêèé öåíòð ÏÃÓ, 2006.
7Íåèñïðàâíîñòè òèïà 0 íà âõîäàõ ýëåìåíòîâ õàðàêòåðèçóþòñß òåì, ÷òî
ïîñòóïàþùèé íà âõîä ýëåìåíòà íóëü íå èñêàæàåòñß, à åäèíèöà ñ âåðîßòíî-
ñòüþ ε (ε ∈ (0, 1/2)) ìîæåò ïðåâðàòèòüñß â íóëü. Âõîäû âñåõ ýëåìåíòîâ ñõåìû
ïåðåõîäßò â íåèñïðàâíûå ñîñòîßíèß òèïà 0 íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íåèñ-
ïðàâíîñòè òèïà 1 íà âõîäàõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëßþòñß àíàëîãè÷íî.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèß: B2  ýòî ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé, çàâèñß-
ùèõ îò äâóõ ïåðåìåííûõ x1, x2, à B3  ýòî ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé,
çàâèñßùèõ îò òðåõ ïåðåìåííûõ x1, x2, x3.
Ì. À. Àëåõèíîé äîêàçàíî, ÷òî âî âñåõ íåïðèâîäèìûõ ïîëíûõ áàçèñàõ
B ⊆ B2 (èñêëþ÷àß òðè ñëó÷àß) ïî÷òè âñå áóëåâû ôóíêöèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü
àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèìè ïî íàäåæíîñòè ñõåìàìè S, ôóíêöèîíèðóþùèìè
ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S), àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé aεt ïðè ε→ 0, êîíñòàíòû a è
t çàâèñßò îò áàçèñà è òèïà íåèñïðàâíîñòåé, a ∈ {1, 2, 3}, t ∈ {1, 2}. Äëß ïî÷òè
âñåõ ôóíêöèé ñëîæíîñòü òàêèõ ñõåì â ñëó÷àßõ êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòåé
òîëüêî íà âûõîäàõ èëè òîëüêî íà âõîäàõ ýëåìåíòîâ óäîâëåòâîðßåò ñîîòíîøå-
íèþ L(S) . kB2n/n, ïðè÷åì ìóëüòèïëèêàòèâíàß êîíñòàíòà kB çàâèñèò òîëüêî
îò áàçèñà B, 40 ≤ kB ≤ 168.
Åñëè íåèñïðàâíîñòü ýëåìåíòà òàêîâà, ÷òî ïîñòóïàþùåå íà âõîä çíà÷åíèå
σ (σ ∈ {0, 1}) ñ âåðîßòíîñòüþ ε ∈ (0; 1/2) ìîæåò ïðåâðàòèòüñß â σ¯, òî îíà
íàçûâàåòñß èíâåðñíîé íåèñïðàâíîñòüþ íà âõîäå ýëåìåíòà.
Â. Â. ×óãóíîâîé10 äîêàçàíî, ÷òî âî âñåõ íåïðèâîäèìûõ ïîëíûõ áàçèñàõ
B ⊆ B2 ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòßõ íà âõîäàõ ïî÷òè âñå áóëåâû ôóíêöèè
ìîæíî ðåàëèçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèìè ïî íàäåæíîñòè ñõåìàìè S,
ôóíêöèîíèðóþùèìè ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S), àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé aε ïðè
ε → 0, êîíñòàíòà a çàâèñèò îò áàçèñà, a ∈ {2, 3, 4}. Äëß ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé
ñëîæíîñòü ïðåäëàãàåìûõ ñõåì óäîâëåòâîðßåò ñîîòíîøåíèþ L(S) . kB2n/n,
ïðè÷åì ìóëüòèïëèêàòèâíàß êîíñòàíòà kB òàêæå çàâèñèò òîëüêî îò áàçèñà B,
168 ≤ kB ≤ 504.
Ì. À. Àëåõèíà11 ðàññìàòðèâàëà èíâåðñíûå íåèñïðàâíîñòè íà âûõîäàõ
ýëåìåíòîâ è äîêàçàëà, ÷òî ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòßõ íà âûõîäàõ ýëåìåí-
10×óãóíîâà Â. Â. Ñèíòåç àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ïî íàäåæíîñòè ñõåì ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâ-
íîñòßõ íà âõîäàõ ýëåìåíòîâ : äèñ. . . . êàíä. ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.  Ïåíçà, 2007.
11Àëåõèíà Ì. À. Î íàäåæíîñòè è ñëîæíîñòè ñõåì â áàçèñå {x|y} ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòßõ
ýëåìåíòîâ // Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé.  2005.  Ò. 12.   2.  Ñ. 311. 
(Ñåðèß 1).
8òîâ â áàçèñàõ {x1|x2} è {x1 ↓ x2} ïî÷òè âñå áóëåâû ôóíêöèè ìîæíî ðåàëèçî-
âàòü àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèìè ïî íàäåæíîñòè ñõåìàìè S, ôóíêöèîíèðó-
þùèìè ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé 3ε ïðè ε → 0. Ñëîæíîñòü
ïðåäëàãàåìûõ ñõåì äëß ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé L(S) . kB2n/n, ïðè÷åì ìóëüòè-
ïëèêàòèâíàß êîíñòàíòà kB òàêæå çàâèñèò òîëüêî îò áàçèñà B, kB = 672.
Ñ. È. Àêñåíîâûì12 ïîëó÷åíà âåðõíßß îöåíêà íåíàäåæíîñòè ñõåì â ïðîèç-
âîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå B ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòßõ íà âûõîäàõ
ýëåìåíòîâ. Îí äîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû ε0 è
d, çàâèñßùèå îò áàçèñà B, ÷òî ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü
ñõåìîé S, íåíàäåæíîñòü êîòîðîé
P (S) ≤ 5ε+ dε2 (1)
ïðè ëþáîì ε ∈ (0; ε0].
Îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ñíèæåíèß ìóëüòèïëèêà-
òèâíîé êîíñòàíòû 5 â îöåíêå íåíàäåæíîñòè (1) äëß íåêîòîðûõ ïîëíûõ êîíå÷-
íûõ áàçèñîâ ïîëó÷åí â ýòîé ðàáîòå.
Ñ. È. Àêñåíîâ13 ïîëó÷èë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ïóñòü
Υ1 = {x¯, 0, 1} ∪ {x1&x2, x1&x2&x3, ..., x1&x2&...&xk, ...},
Υ2 = {0, 1} ∪ {x1&x2, x1&x2&x3, ..., x1&x2&...&xk, ...}∪
∪ {x¯1&x2, x¯1&x2&x3, ..., x¯1&x2&...&xk, ...}
è Υ3 = Υ∗1, Υ4 = Υ∗2 (Υ3 è Υ4  ìíîæåñòâà ôóíêöèé, äâîéñòâåííûõ ôóíêöèßì
ìíîæåñòâ Υ1 è Υ2 ñîîòâåòñòâåííî). Åñëè ïîëíûé â P2 áàçèñ B íå ßâëßåòñß
ïîäìíîæåñòâîì íè îäíîãî èç ìíîæåñòâ Υi, i = 1, 2, 3, 4, òî ñóùåñòâóþò òàêèå
ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû ε0 è d, ÷òî â áàçèñå B ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f
ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé S ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S) ≤ 4ε + dε2 ïðè âñåõ
ε ∈ (0; ε0].
Ïóñòü áóëåâà ôóíêöèß m(x1, x2, ..., xk) çàâèñèò îò k (k ≥ 3) ïåðåìåí-
íûõ è îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: íàéäåòñß òàêîé íàáîð (b1, b2, ..., bk),
12Àêñåíîâ Ñ. È. Î íàäåæíîñòè ñõåì íàä ïðîèçâîëüíîé ïîëíîé ñèñòåìîé ôóíêöèé ïðè èíâåðñíûõ
íåèñïðàâíîñòßõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ // Èçâåñòèß âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Ïîâîëæñêèé ðåãèîí. 
 6 (21).  2005.  Ñ. 4255.  (Åñòåñòâåííûå íàóêè).
13Àêñåíîâ Ñ. È. Î íàäåæíîñòè ñõåì â øèðîêîì êëàññå ïîëíûõ áàçèñîâ // Äèñêðåòíàß ìàòåìàòèêà è
åå ïðèëîæåíèß : ìàòåðèàëû IX Ìåæäóíàðîäíîãî ñåìèíàðà, ïîñâßùåííîãî 75-ëåòèþ ñî äíß ðîæäåíèß
àêàäåìèêà Î. Á. Ëóïàíîâà (ã. Ìîñêâà, 1823 èþíß 2007 ã.).  Ì. : Èçä-âî ìåõ.-ìàò. ôàê-òà ÌÃÓ, 2007. 
C. 5556.
9÷òî íà íåì è âñåõ ñîñåäíèõ ñ íèì íàáîðàõ ôóíêöèß m ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0,
à íà íàáîðå (b¯1, b¯2, ..., b¯k) è âñåõ ñîñåäíèõ ñ íèì íàáîðàõ  çíà÷åíèå 1. Ïóñòü
G˜  ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé ñ íàçâàííûì ñâîéñòâîì. Ââåäåì îáî-
çíà÷åíèå: NB(G˜)  íàèìåíüøåå ÷èñëî íàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, íåîáõîäèìîå äëß
ðåàëèçàöèè êàêîé-ëèáî ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà G˜ â áàçèñå B.
Ì. À. Àëåõèíîé è Ñ. È. Àêñåíîâûì14 äîêàçàíî, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì
ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå B äëß ëþáîãî b > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû
ε0 ∈ (0, 1/2) è d > 0, ÷òî ïðè ëþáîì n ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, x2, ..., xn)
ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé S, äëß êîòîðîé ïðè ëþáûõ ε ∈ (0, ε0]
âåðíî P (S) ≤ εNB(G˜) + dε2, L(S) . 3(1 + b)ρ2n/n ïðè n→∞.
Ì. À. Àëåõèíà, À. Â. Øèëîâ15 ðàññìàòðèâàëè ðåàëèçàöèþ áóëåâûõ ôóíê-
öèé ñõåìàìè èç íåíàäåæíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ âî âñåõ ïîëíûõ êîíå÷-
íûõ íåïðèâîäèìûõ áàçèñàõ, ñîäåðæàùèõ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, è íàøëè
âåðõíèå îöåíêè íåíàäåæíîñòè ñõåì.
Âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèß àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèõ ïî íàäåæ-
íîñòè ñõåì ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòßõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ â áàçèñàõ, íå
ñîäåðæàùèõ ìåäèàíó, à òàêæå îòëè÷íûõ îò {x1|x2} è {x1 ↓ x2}, îñòàâàëñß
îòêðûòûì.
Ïóñòü B3  ýòî ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé, çàâèñßùèõ îò òðåõ
ïåðåìåííûõ x1, x2, x3 (çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü ôèêòèâíîé). Â ýòîé äèñ-
ñåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à ñèíòåçà àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ïî
íàäåæíîñòè ñõåì âî âñåõ ïîëíûõ áàçèñàõ B ⊆ B3 ïðè óñëîâèè, ÷òî ýëåìåíòû
ïîäâåðæåíû èíâåðñíûì íåèñïðàâíîñòßì íà âûõîäàõ. Óäåëåíî âíèìàíèå ñëîæ-
íîñòè òàêèõ ñõåì.
Öåëü ðàáîòû. Â ðàáîòå ñòàâèëàñü ñëåäóþùàß öåëü: ðåøèòü
çàäà÷ó ñèíòåçà àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ïî íàäåæíîñòè ñõåì
ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòßõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ âî âñåõ ïîë-
íûõ áàçèñàõ, ñîäåðæàùèõ ôóíêöèè íå áîëåå ÷åì òðåõ ïåðåìåííûõ;
îöåíèòü ñëîæíîñòü ïîñòðîåííûõ ñõåì è ñðàâíèòü ñî ñëîæíîñòüþ
14Àëåõèíà Ì. À., Àêñåíîâ Ñ. È. Î ñëîæíîñòè íàäåæíûõ ñõåì ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòßõ íà âûõî-
äàõ ýëåìåíòîâ // Äèñêðåòíàß ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèß : ìàòåðèàëû IX Ìåæäóíàðîäíîãî ñåìèíàðà,
ïîñâßùåííîãî 75-ëåòèþ ñî äíß ðîæäåíèß àêàäåìèêà Î. Á. Ëóïàíîâà (ã. Ìîñêâà, 1823 èþíß 2007 ã.). 
Ì. : Èçä-âî ìåõ.-ìàò. ôàê-òà ÌÃÓ, 2007.  C. 5659.
15Àëåõèíà Ì. À., Øèëîâ À. Â. Âåðõíèå îöåíêè íåíàäåæíîñòè ñõåì â íåêîòîðûõ áàçèñàõ ïðè èí-
âåðñíûõ íåèñïðàâíîñòßõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ // Èçâåñòèß âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Ïîâîëæñêèé
ðåãèîí.  2006.   5 (26).  Ñ. 412.  (Åñòåñòâåííûå íàóêè).
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ìèíèìàëüíûõ ñõåì, ïîñòðîåííûõ èç àáñîëþòíî íàäåæíûõ ýëåìåí-
òîâ.
Íàó÷íàß íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ßâëßþòñß íîâû-
ìè. Óêàæåì íàèáîëåå âàæíûå èç íèõ:
1. Âî âñåõ ïîëíûõ áàçèñàõ B ⊆ B3 äëß ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé ïî-
ñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû.
2. Íàéäåíû âñå ïîëíûå áàçèñû B ⊆ B3, â êîòîðûõ äëß ïî÷òè âñåõ ôóíê-
öèé ëþáàß ñõåìà S èìååò íåíàäåæíîñòü P (S) ≥ 5ε(1 − ε)4 ïðè âñåõ
ε ∈ (0, 1/960]. Ñëåäîâàòåëüíî,
a) â ýòèõ áàçèñàõ äëß ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëü-
íûå ñõåìû ôóíêöèîíèðóþò ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâ-
íîé 5ε ïðè ε→ 0;
b) ìóëüòèïëèêàòèâíàß êîíñòàíòà 5 â ðåçóëüòàòå (1) Ñ. È. Àêñåíîâà íå
ìîæåò áûòü ïîíèæåíà â íåêîòîðûõ ïîëíûõ áàçèñàõ.
3. Äëß ëþáîãî ïîëíîãî áàçèñà B ⊆ B3 íàéäåíà òàêàß êîíñòàíòà
c ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, ÷òî äëß ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé íåíàäåæíîñòü àñèìïòî-
òè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ïî íàäåæíîñòè ñõåì àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà cε ïðè
ε→ 0.
4. Íàéäåíû âñå ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ, íàëè÷èå êîòîðûõ â ïîëíîì áà-
çèñå ïîçâîëßåò ðåàëèçîâàòü ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ f òàêîé ñõå-
ìîé S, ÷òî P (S) ∼ ε ïðè ε→ 0.
5. Âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ áàçèñàõ ïîñòðîåíû ñõåìû, êîòîðûå äëß ïî÷òè
âñåõ ôóíêöèé ßâëßþòñß àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè ïî íàäåæíîñòè,
à èõ ñëîæíîñòü îòëè÷àåòñß îò ñëîæíîñòè ìèíèìàëüíûõ ñõåì, ïîñòðîåí-
íûõ èç àáñîëþòíî íàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, â 3(1 + b) ðàç, ãäå b  ëþáîå
ñêîëü óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè, òåîðèè âåðîßòíîñòåé, ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àíàëèçà. Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåíû íîâûå ìåòîäû ïîëó÷åíèß íèæíèõ è
âåðõíèõ îöåíîê íåíàäåæíîñòè ñõåì.
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Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü. Ïîëó÷åííûå â ðàáî-
òå ðåçóëüòàòû íîñßò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèßõ íàäåæíîñòè è ñëîæíîñòè ñõåì èç íåíàäåæíûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïðåäëîæåííûå ìåòîäû ñèíòåçà ñõåì, àñèìïòîòè-
÷åñêè îïòèìàëüíûõ ïî íàäåæíîñòè, ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè ïðîåêòèðî-
âàíèè òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì äëß ïîâûøåíèß èõ íàäåæíîñòè.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíû íà ìåæ-
äóíàðîäíûõ è ðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèßõ è ñåìèíàðàõ, ñðåäè êîòîðûõ:
IX è X Ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð ¾Äèñêðåòíàß ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæå-
íèß¿ (ã. Ìîñêâà, 2007 ã. è 2010 ã.); Ìåæäóíàðîäíàß êîíôåðåíöèß ¾Ïðîáëå-
ìû àâòîìàòèçàöèè è óïðàâëåíèß â òåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ¿ (ã. Ïåíçà, 2008 ã. è
2009 ã.); VIII Ìåæäóíàðîäíàß íàó÷íàß êîíôåðåíöèß ¾Äèñêðåòíûå ìîäåëè â òåî-
ðèè óïðàâëßþùèõ ñèñòåì¿ (ã. Ìîñêâà, 2009 ã.); VII ìîëîäåæíàß íàó÷íàß øêîëà
ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèßì (ã. Ìîñêâà, 2009 ã.); IV Âñå-
ðîññèéñêàß êîíôåðåíöèß ¾Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëî-
æåíèß¿ (ã. Îìñê, 2009 ã.); XVIII Ìåæäóíàðîäíàß øêîëà-ñåìèíàð ¾Ñèíòåç è
ñëîæíîñòü óïðàâëßþùèõ ñèñòåì èìåíè àêàäåìèêà Î. Á. Ëóïàíîâà¿ (ã. Ïåíçà,
2009 ã.); ñåìèíàð ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîôåññîðà Î. Ì. Êàñèì-Çàäå (ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà); ñåìèíàð ¾Íàäåæ-
íîñòü óïðàâëßþùèõ ñèñòåì¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Í. Ï. Ðåäüêèíà
(ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà).
Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 17 ðàáîòàõ àâ-
òîðà, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà; ñðåäè íèõ 7 îïóáëè-
êîâàíû â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ äëß ïóáëèêàöèè ðåçóëüòàòîâ äèñ-
ñåðòàöèé. ×åòûðå ðàáîòû èç 17 íàïèñàíû â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäè-
òåëåì Ì. À. Àëåõèíîé (îïóáëèêîâàííûå ðåçóëüòàòû ßâëßþòñß ñîáñòâåííûìè,
Ì. À. Àëåõèíîé ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è èäåß äîêàçàòåëüñòâà).
Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè è îáúåì. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäå-
íèß, øåñòè ãëàâ, ïðèëîæåíèß è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì äèññåðòàöèè ñî-




Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñß îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ñâßçàííûõ ñ òåìîé äèñ-
ñåðòàöèè, ïîñòàíîâêà çàäà÷è, äàåòñß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû, ââîäßòñß âñïî-
ìîãàòåëüíûå ïîíßòèß è îáîçíà÷åíèß, íåîáõîäèìûå äëß ôîðìóëèðîâêè ðåçóëü-
òàòîâ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ôîðìóëèðóþòñß â îáùåì âèäå ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû.
Áóëåâû ôóíêöèè f1 è f2 íàçîâåì êîíãðóýíòíûìè, åñëè îäíà èç
íèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ (áåç îòîæ-
äåñòâëåíèß). Ïóñòü X ⊆ B3. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: Congr(X)  ìíî-
æåñòâî âñåõ ôóíêöèé, çàâèñßùèõ îò ïåðåìåííûõ x1, x2, x3, êàæäàß
èç êîòîðûõ êîíãðóýíòíà íåêîòîðîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà X. Íàïðèìåð,
Congr{1, x1, x1&x2} = {1, x1, x2, x3, x1&x2, x2&x3, x1&x3}.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèß:
G1 = {xσ11 xσ22 ∨ xσ11 xσ33 ∨ xσ22 xσ33 |σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}}, |G1| = 8;
G2 = Congr{xσ11 xσ22 ⊕ xσ33 |σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}}, |G2| = 24;
G3 = Congr{xσ11 xσ¯22 ∨ xσ22 xσ33 |σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}}, |G3| = 24;
G = G1 ∪G2 ∪G3, |G| = 56;
M1 = Congr{xσ11 xσ22 ∨ xσ¯11 xσ¯22 xσ¯33 |σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}}, |M1| = 24;
M2 = Congr{xσ11 xσ22 xσ33 ∨xσ11 xσ¯22 xσ¯33 ∨xσ¯11 xσ22 xσ¯33 |σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}},
|M2| = 8;
M3 = Congr{x¯1(xσ22 ∨ xσ33 )|σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}}, |M3| = 12;
M4 = Congr{xσ11 xσ22 xσ33 ∨ xσ¯11 xσ¯22 xσ¯33 |σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}}, |M4| = 4;
M ∗i  ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, äâîéñòâåííûõ ôóíêöèßì ìíîæåñòâà Mi
ñîîòâåòñòâåííî, i = 1, 2, 3, 4; M =
4⋃
i=1
(Mi ∪M ∗i ), |M | = 96, |G ∪M | = 152;
M5 = Congr{x1 ⊕ x2 ⊕ a, x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ b |a, b ∈ {0, 1}}, |M5| = 8;
Θ = Congr{xσ11 xσ22 , xσ11 xσ22 xσ33 , xσ11 (xσ22 xσ33 ∨ xσ¯22 xσ¯33 )|σi ∈ {0, 1},
i ∈ {1, 2, 3}}, |Θ| = 32; Θ∗  ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, äâîéñòâåííûõ
ôóíêöèßì ìíîæåñòâà Θ;
Ψ = Θ ∪ Congr{x1(xσ22 ∨ xσ33 )|σi ∈ {0, 1}, i ∈ {2, 3}}, |Ψ| = 44;
Ψ∗  ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, äâîéñòâåííûõ ôóíêöèßì ìíîæåñòâà Ψ,
|Ψ∗| = 44; Ψ˜ = Ψ ∪Ψ∗ ∪ Congr{x¯1, x1, 0, 1}, |Ψ˜| = 96, î÷åâèäíî, ÷òî
Ψ˜ = B3\(G ∪M ∪M5);
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H = Congr{x¯1x¯2, x¯1x¯2x¯3, x¯1∨x¯2, x¯1∨x¯2∨x¯3, x¯1(x¯2x¯3∨x2x3), x¯1∨(x2x¯3∨
∨x¯2x3)}, |H| = 14;
Ω = Congr{x1x2, x¯1x2, x1x2x3, x¯1x2x3, x¯1x¯2x3}; Ω∗  ìíîæåñòâî âñåõ
ôóíêöèé, äâîéñòâåííûõ ôóíêöèßì ìíîæåñòâà Ω;
Ω1 = Ω ∪ Congr{x1(xσ22 xσ33 ∨ xσ¯22 xσ¯33 )|σi ∈ {0, 1}, i ∈ {2, 3}}; Ω∗1 
ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, äâîéñòâåííûõ ôóíêöèßì ìíîæåñòâà Ω1;
K1(n)  ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé, çàâèñßùèõ îò ïåðåìåííûõ
x1, x2, . . . , xn (n ≥ 3) è îòëè÷íûõ îò ôóíêöèé 0, 1, xi, x¯i, xi|xj, xi ↓ xj,
xi ∼ xj, xi → xj, xi 9 xj, xi ⊕ xj, xi&xj, xi ∨ xj (i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i 6= j);
K2(n)  ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé f(x1, x2, . . . , xn) (n ≥ 3),
íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (xai&h(x˜))b èëè (xai&xbj ∨ xa¯i&xb¯j&h(x˜))c, ãäå
h(x˜)  ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, a, b, c ∈ {0, 1},
|K2(n)| ≥ 22n − 4(n22n−1 + (n2 − n)22n−2);
K3(n)  ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé f(x1, x2, . . . , xn) (n ≥ 3),
íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (xai&h(x˜))b èëè ((xi ⊕ xj)a&h(x˜))b, ãäå h(x˜) 
ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß, i 6= j, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, a, b ∈ {0, 1},
|K3(n)| ≥ 22n − 22n−1+1(n2 + n);
K4(n)  ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé f(x1, x2, . . . , xn) (n ≥ 3),
íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (xai&h(x˜))b, ãäå h(x˜)  ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, a, b ∈ {0, 1}, |K4(n)| ≥ 22n − 4n22n−1;
K(n) = K2(n) ∩K3(n) ∩K4(n) (n ≥ 3),




Ki(n), i = 1, 2, 3, 4;
K = K2 ∩K3 ∩K4.
Ìîùíîñòè ââåäåííûõ ìíîæåñòâ ëåãêî âû÷èñëßþòñß íåïîñðåäñòâåííûì
ïîäñ÷åòîì.
Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî |K(n)|22n → 1 ïðè n→∞. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìíîæåñòâî K ñîäåðæèò ïî÷òè âñå áóëåâû ôóíêöèè.
Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå 3.
Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü B  ïðîèçâîëüíûé ïîëíûé êî-
íå÷íûé áàçèñ, ôóíêöèß f(x1, x2, ..., xn)(n ≥ 1) îòëè÷íà îò xi
(i = 1, 2, ..., n). Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå öåëîå ÷èñëî c ∈ {1, 2, 3, 4, 5}
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è ñõåìà S, ðåàëèçóþùàß ôóíêöèþ f , ÷òî P (S) ∼ cε ïðè
ε→ 0.
Ïåðâàß ãëàâà äèññåðòàöèè ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèß, îáî-
çíà÷åíèß è ðßä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, èñïîëüçóåìûõ â äàëüíåéøåì
äëß ïîëó÷åíèß âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê íåíàäåæíîñòè ñõåì. Îòìåòèì íàèáî-
ëåå âàæíûå èç íèõ. Â òåîðåìå 1.2 ßâíî íàéäåíû êîíñòàíòû d, ε0 äëß ðåçóëüòà-
òà Ñ. È. Àêñåíîâà16 è äîêàçàíî, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå
ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé, íåíàäåæíîñòü êîòîðîé
P (S) ≤ 5ε+ 182ε2 ≤ 5, 2ε ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960]. Ðåçóëüòàò òåîðåìû 1.2 èñ-
ïîëüçóåòñß ïðè äîêàçàòåëüñòâå âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê íåíàäåæíîñòè ñõåì.
Ëåììû 1.41.13 è òåîðåìà 1.6 ñîäåðæàò óòâåðæäåíèß, ïîçâîëßþùèå ðàçâèâàòü
îïðåäåëåííóþ òåõíèêó âû÷èñëåíèé âåðîßòíîñòåé îøèáîê íà âûõîäå ñõåì.
Âî âòîðîé ãëàâå îïèñûâàþòñß ïîëíûå áàçèñû, â êîòîðûõ äëß ïî÷òè
âñåõ ôóíêöèé àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû ôóíêöèî-
íèðóþò ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé ε ïðè ε→ 0. Â ðàçäåëå 2.1
ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè íåíàäåæíîñòè ñõåì è äîêàçàíî (òåîðåìû 2.1, 2.2 è
2.3), ÷òî åñëè ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ B ñîäåðæèò ôóíêöèþ ϕ ∈ G, òî ëþáóþ
ôóíêöèþ f â ýòîì áàçèñå B ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé A ñ íåíàäåæíîñòüþ
P (A) ≤ ε + 200ε2 ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960]. Â ðàçäåëå 2.2 ïîëó÷åíû íèæíèå
îöåíêè íåíàäåæíîñòè ñõåì. Èç òåîðåìû 2.4 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðîèçâîëüíàß
ñõåìà S ñîäåðæèò õîòß áû îäèí ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò, òî îíà ôóíêöèîíè-
ðóåò ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S) ≥ ε ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/2). Â òåîðåìå 2.6 äîêàçàíî,
÷òî â áàçèñå B ⊆ B3\G ïðè ëþáîì n ≥ 3 ëþáàß ñõåìà, ðåàëèçóþùàß ôóíê-
öèþ f(x˜) ∈ K2(n), ôóíêöèîíèðóåò ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S) ≥ 2ε−2ε2 ïðè âñåõ
ε ∈ (0, 1/4].
Òàêèì îáðàçîì, â ïîëíîì áàçèñå B ⊆ B3 äëß ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé àñèìï-
òîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû èìåþò íåíàäåæíîñòü, àñèìïòî-
òè÷åñêè ðàâíóþ ε (ε→ 0), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B ∩G 6= ∅.
Â òðåòüåé ãëàâå îïèñûâàþòñß áàçèñû, â êîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêè îï-
òèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû ôóíêöèîíèðóþò ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìï-
òîòè÷åñêè ðàâíîé 2ε ïðè ε → 0. Â ðàçäåëå 3.1 ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè
16Àêñåíîâ Ñ. È. Î íàäåæíîñòè ñõåì íàä ïðîèçâîëüíîé ïîëíîé ñèñòåìîé ôóíêöèé ïðè èíâåðñíûõ
íåèñïðàâíîñòßõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ // Èçâåñòèß âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Ïîâîëæñêèé ðåãèîí. 
2005.   6 (21).  Ñ. 4255.  (Åñòåñòâåííûå íàóêè).
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íåíàäåæíîñòè ñõåì. Â òåîðåìå 3.1 äîêàçàíî, ÷òî åñëè ïîëíûé áàçèñ B ñî-
äåðæèò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà M , òî ëþáóþ ôóíêöèþ f â áàçèñå B
ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé A ñ íåíàäåæíîñòüþ P (A) ≤ 2ε + 144ε2 ïðè âñåõ
ε ∈ (0, 1/960]. Â òåîðåìå 3.3 äîêàçàíî, ÷òî åñëè ïîëíûé áàçèñ B ñîäåðæèò
ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, ñóùåñòâåííî çàâèñßùóþ îò äâóõ è áîëåå ïåðåìåííûõ, òî
ëþáóþ ôóíêöèþ f â áàçèñå B ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé A ñ íåíàäåæíîñòüþ
P (A) ≤ 2ε + 200ε2 ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960]. Â òåîðåìå 3.4 äîêàçàíî, ÷òî åñëè
ïîëíûé áàçèñ B ñîäåðæèò ôóíêöèþ ϕ(x1, x2, x3), êîíãðóýíòíóþ x1(xσ22 ∨ xσ33 )
(σ2, σ3 ∈ {0, 1}), B ∩Ψ∗ 6= ∅, òî ëþáóþ ôóíêöèþ f â áàçèñå B ìîæíî ðåàëè-
çîâàòü ñõåìîé A ñ íåíàäåæíîñòüþ P (A) ≤ 2ε+204ε2 ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960].
Â òåîðåìå 3.5 äîêàçàíî, ÷òî â áàçèñàõ, äâîéñòâåííûõ áàçèñàì, óäîâëåòâîðßþ-
ùèì óñëîâèßì òåîðåìû 3.4, ëþáóþ ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé A
ñ íåíàäåæíîñòüþ P (A) ≤ 2ε + 204ε2 ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960]. Â ðàçäåëå 3.2
ïîëó÷åíû íèæíèå îöåíêè íåíàäåæíîñòè ñõåì. Â òåîðåìå 3.6 äîêàçàíî, ÷òî â
ïîëíîì áàçèñå B ⊆ Θ ∪ Θ∗ ∪ Congr{x¯1, 0, 1}, èëè B ⊆ Ψ ∪ Congr{x¯1, 0, 1},
èëè B ⊆ Ψ∗ ∪ Congr{x¯1, 0, 1} ïðè ëþáîì n ≥ 3 ëþáàß ñõåìà, ðåàëèçóþùàß
ôóíêöèþ f(x˜) ∈ K3(n), ôóíêöèîíèðóåò ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S) ≥ 3ε(1 − ε)3
ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960].
Òàêèì îáðàçîì, â ïîëíîì áàçèñå B ⊆ B3\G äëß ïî÷òè âñåõ ôóíê-
öèé àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû èìåþò íåíàäåæíîñòü,
àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíóþ 2ε (ε→ 0), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îä-
íî èç óñëîâèé: èëè B ∩M 6= ∅; èëè B ⊆ (Ψ˜ ∪M5) è B ∩M5 6= ∅; èëè B
ñîäåðæèò ôóíêöèþ ϕ(x1, x2, x3), êîíãðóýíòíóþ x1(xσ22 ∨xσ33 ), è B∩Ψ∗ 6= ∅; èëè
B ñîäåðæèò ôóíêöèþ ϕ∗(x1, x2, x3), êîíãðóýíòíóþ x1 ∨ xσ22 xσ33 , è B ∩Ψ 6= ∅.
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå îïèñûâàþòñß áàçèñû, â êîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêè
îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû ôóíêöèîíèðóþò ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìï-
òîòè÷åñêè ðàâíîé 3ε ïðè ε → 0. Â ðàçäåëå 4.1 ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè
íåíàäåæíîñòè ñõåì. Èç òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîëíûé áàçèñ B ñî-
äåðæèò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ èç ìíîæåñòâà H, òî ëþáóþ ôóíêöèþ f â áàçèñå
B ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé A ñ íåíàäåæíîñòüþ P (A) ≤ 3ε+126ε2 ïðè âñåõ
ε ∈ (0, 1/600]. Â òåîðåìå 4.3 äîêàçàíî, ÷òî åñëè ïîëíûé áàçèñ B ñîäåðæèò
ôóíêöèè ϕ1 ∈ Θ è ϕ2 ∈ Θ∗, òî ëþáóþ ôóíêöèþ f â áàçèñå B ìîæíî ðåàëè-
çîâàòü ñõåìîé A ñ íåíàäåæíîñòüþ P (A) ≤ 3ε+225ε2 ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960].
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Â òåîðåìå 4.4 äîêàçàíî, ÷òî åñëè ïîëíûé áàçèñ B óäîâëåòâîðßåò õîòß áû îä-
íîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1) B ñîäåðæèò ôóíêöèþ, êîíãðóýíòíóþ ôóíêöèè ϕ = x1(xσ22 ∨ xσ33 )
(σ2, σ3 ∈ {0, 1}), è õîòß áû îäíó èç ôóíêöèé 1, x¯1;
2) B ñîäåðæèò êîíñòàíòó 1 è ôóíêöèþ, êîíãðóýíòíóþ ôóíêöèè
ϕ = x1(x2 ⊕ x3 ⊕ σ3) (σ3 ∈ {0, 1});
3) B ñîäåðæèò ôóíêöèþ, êîíãðóýíòíóþ ôóíêöèè ϕ = x¯1(x2 ⊕ x3), è õîòß
áû îäíó èç ôóíêöèé 1, x¯1,
òî ëþáóþ ôóíêöèþ f â áàçèñå B ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé A ñ íåíàäåæíî-
ñòüþ P (A) ≤ 3ε+ 293ε2 ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960]. Â òåîðåìå 4.5 äîêàçàíî, ÷òî
â áàçèñàõ, ñîäåðæàùèõ ôóíêöèè, äâîéñòâåííûå ôóíêöèßì èç óñëîâèé 13 òåî-
ðåìû 4.4, ëþáóþ ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé A ñ íåíàäåæíîñòüþ
P (A) ≤ 3ε+ 293ε2 ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960].
Â ðàçäåëå 4.2 ïîëó÷åíû íèæíèå îöåíêè íåíàäåæíîñòè ñõåì. Â òåî-
ðåìå 4.6 äîêàçàíî, ÷òî â ïîëíîì áàçèñå B ⊆ Ω ∪ Congr{x¯1, 0, 1},
èëè B ⊆ Ω∗ ∪ Congr{x¯1, 0, 1}, èëè B ⊆ Ω1 ∪ Congr{x¯1, 0}, èëè
B ⊆ Ω∗1 ∪ Congr{x¯1, 1} ïðè ëþáîì n ≥ 3 ëþáàß ñõåìà, ðåàëèçóþùàß
ôóíêöèþ f(x˜) ∈ K3(n), ôóíêöèîíèðóåò ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S) ≥ 4ε(1 − ε)3
ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960].
Òàêèì îáðàçîì, â ïîëíîì áàçèñå B ⊆ B3 äëß ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé àñèìï-
òîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû èìåþò íåíàäåæíîñòü, àñèìïòî-
òè÷åñêè ðàâíóþ 3ε (ε → 0), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B óäîâëåòâîðßåò
óñëîâèßì îäíîé èç òåîðåì 4.2, 4.3, 4.4 èëè 4.5 (äâîéñòâåííûé âàðèàíò òåîðå-
ìû 4.4).
Â ïßòîé ãëàâå îïèñûâàþòñß äâà êëàññà áàçèñîâ. Â áàçèñàõ 1-ãî êëàññà
àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû ôóíêöèîíèðóþò ñ íåíà-
äåæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé 4ε ïðè ε → 0, à â áàçèñàõ 2-ãî êëàññà
àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû ôóíêöèîíèðóþò ñ íåíà-
äåæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé 5ε ïðè ε → 0. Â ðàçäåëå 5.1 ïîëó÷åíû
âåðõíèå îöåíêè íåíàäåæíîñòè ñõåì è äîêàçàíî (òåîðåìà 5.1), ÷òî åñëè ïîëíûé
áàçèñ B óäîâëåòâîðßåò õîòß áû îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
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1) B ñîäåðæèò ôóíêöèþ, êîíãðóýíòíóþ ôóíêöèè ϕ1 = x¯1x¯2x3, è õîòß áû
îäíó èç ôóíêöèé x¯1, 1;
2) B ñîäåðæèò ôóíêöèþ, êîíãðóýíòíóþ ôóíêöèè ϕ∗1 = x¯1 ∨ x¯2 ∨ x3, è õîòß
áû îäíó èç ôóíêöèé x¯1, 0;
3) B ñîäåðæèò ôóíêöèþ x¯1 è õîòß áû îäíó èç ôóíêöèé ϕ2 = x1(x2⊕x3⊕σ3)
èëè ϕ3 = x¯1x2x3, ãäå σ3 ∈ {0, 1};
4) B ñîäåðæèò ôóíêöèþ x¯1 è õîòß áû îäíó èç ôóíêöèé
ϕ∗2 = x1 ∨ (x2 ⊕ x3 ⊕ σ3) èëè ϕ3 = x¯1 ∨ x2 ∨ x3, ãäå σ3 ∈ {0, 1},
òî ëþáóþ ôóíêöèþ f â áàçèñå B ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé A ñ íåíàäåæ-
íîñòüþ P (A) ≤ 4ε + 250ε2 ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960]. Â ðàçäåëå 5.2 ïîëó÷åíû
íèæíèå îöåíêè íåíàäåæíîñòè ñõåì. Â òåîðåìàõ 5.25.5 äîêàçàíî, ÷òî â ïîë-
íîì áàçèñå B ⊆ Congr{x1&x2, x1&x2&x3, x¯1, 0, 1}, èëè B ⊆ Congr{x1&x2,
x1&x2&x3, x¯1&x2, x¯1&x2&x3, 0, 1}, èëè B ⊆ Congr{x1 ∨ x2, x1 ∨ x2 ∨ x3, x¯1,
0, 1}, èëè B ⊆ Congr{x1∨x2, x1∨x2∨x3, x¯1∨x2, x¯1∨x2∨x3, 0, 1} ïðè ëþáîì
n ≥ 3 ëþáàß ñõåìà, ðåàëèçóþùàß ôóíêöèþ f(x˜) ∈ K4(n), ôóíêöèîíèðóåò ñ
íåíàäåæíîñòüþ P (S) ≥ 5ε(1− ε)4 ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960].
Òàêèì îáðàçîì, â ïîëíîì áàçèñå B ⊆ B3 äëß ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé àñèìï-
òîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû èìåþò íåíàäåæíîñòü, àñèìïòî-
òè÷åñêè ðàâíóþ 4ε (ε → 0), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B óäîâëåòâîðßåò
óñëîâèßì òåîðåì 5.1 è 4.6.
Èç òåîðåì 1.2 è 5.25.5 ñëåäóåò, ÷òî â ïîëíîì áàçèñå B ⊆ B3 äëß ïî-
÷òè âñåõ ôóíêöèé àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû èìåþò
íåíàäåæíîñòü, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíóþ 5ε (ε→ 0), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
B ⊆ Congr{x1&x2, x1&x2&x3, x¯1, 0, 1}, èëè B ⊆ Congr{x1&x2, x1&x2&x3,
x¯1&x2, x¯1&x2&x3, 0, 1}, èëè B ⊆ Congr{x1 ∨ x2, x1 ∨ x2 ∨ x3, x¯1, 0, 1}, èëè
B ⊆ Congr{x1 ∨ x2, x1 ∨ x2 ∨ x3, x¯1 ∨ x2, x¯1 ∨ x2 ∨ x3, 0, 1}.
Â øåñòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñß ñëîæíîñòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòè-
ìàëüíûõ ïî íàäåæíîñòè ñõåì. Ñõåìû, ïîñòðîåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-
ðåìû 6.1, äëß ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé ßâëßþòñß àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè
ïî íàäåæíîñòè, à èõ ñëîæíîñòü îòëè÷àåòñß îò ñëîæíîñòè ìèíèìàëüíûõ ñõåì,
ïîñòðîåííûõ èç àáñîëþòíî íàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, â 3(1 + b) ðàç, ãäå b  ëþáîå
ñêîëü óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
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Âûâîäû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû â ñàìîì îáùåì âèäå ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå òåîðåì 1, 2.
Òåîðåìà 1. Äëß ëþáîãî ïîëíîãî áàçèñà B ⊆ B3 ìîæíî óêàçàòü òàêîå
íàòóðàëüíîå c ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, ÷òî äëß ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò
ñõåìà S, ðåàëèçóþùàß f , äëß êîòîðîé
P (S) ≤ cε+ d1ε2,
è äëß ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ K
Pε(f) ≥ cε− d2ε2
ïðè âñåõ ε ∈ (0; 1/960], ãäå d1 è d2  íåêîòîðûå (àáñîëþòíûå) ïîëîæèòåëüíûå
êîíñòàíòû.
Òåîðåìà 2. Äëß ëþáîãî ïîëíîãî áàçèñà B ⊆ B3, ëþáîãî äåéñòâèòåëüíî-
ãî ÷èñëà b > 0 ñóùåñòâóåò òàêàß êîíñòàíòà ε0 ∈ (0; 1/2), ÷òî ïðè ëþáîì n ≥ 3
ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, x2, ..., xn) ∈ K(n) ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé Sf ,
äëß êîòîðîé P (Sf)−Pε(f) ≤ d3ε2 ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0], L(Sf) . 3(1+ b)ρ2n/n
ïðè n→∞, ãäå d3  íåêîòîðàß (àáñîëþòíàß) ïîëîæèòåëüíàß êîíñòàíòà.
Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì áàçèñå B ìîæíî óêàçàòü
òàêîå íàòóðàëüíîå c ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, ÷òî äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ K ìîæíî ïî-
ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíóþ ïî íàäåæíîñòè ñõåìó A, ðåàëèçóþùóþ
f , äëß êîòîðîé P (A) ∼ cε ïðè ε→ 0.
Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëß ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé f ìîæíî
ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû, ñëîæíîñòü êî-
òîðûõ àñèìïòîòè÷åñêè íå áîëüøå ÷åì â 3(1 + b) ðàç ïðåâûøàåò ñëîæíîñòü
ìèíèìàëüíûõ ñõåì, ïîñòðîåííûõ èç àáñîëþòíî íàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ãäå b 
ëþáîå ñêîëü óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Äëß âñåõ áàçèñîâ B ⊆ B3 êîíñòàíòû c, d1, d2 íàéäåíû ßâíî è ïðåäñòàâ-




B ∩G1 6= ∅ 1 8
B ∩G2 6= ∅ 1 200
B ∩G3 6= ∅ 1 8
B ∩M 6= ∅ 2 144
B ñîäåðæèò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, ñóùåñòâåííî çàâèñßùóþ îò 2 èëè
áîëåå ïåðåìåííûõ
2 200
B ñîäåðæèò ôóíêöèþ ϕ(x1, x2, x3), êîíãðóýíòíóþ x1(xσ22 ∨ xσ33 ), è
B ∩Ψ∗ 6= ∅
2 204
B ñîäåðæèò ôóíêöèþ ϕ∗(x1, x2, x3), êîíãðóýíòíóþ x1 ∨ xσ22 xσ33 , è
B ∩Ψ 6= ∅
2 204
B ∩H 6= ∅ 3 126
B óäîâëåòâîðßåò õîòß áû îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: 1) B ñî-
äåðæèò ôóíêöèþ, êîíãðóýíòíóþ ôóíêöèè ϕ = x1(xσ22 ∨ xσ33 )
(σ2, σ3 ∈ {0, 1}), è õîòß áû îäíó èç ôóíêöèé 1, x¯1; 2) B ñî-
äåðæèò êîíñòàíòó 1 è ôóíêöèþ, êîíãðóýíòíóþ ôóíêöèè
ϕ = x1(x2 ⊕ x3 ⊕ σ3)(σ3 ∈ {0, 1}); 3) B ñîäåðæèò ôóíêöèþ,
êîíãðóýíòíóþ ôóíêöèè ϕ = x¯1(x2 ⊕ x3), è õîòß áû îäíó èç ôóíêöèé
1, x¯1
3 293
B óäîâëåòâîðßåò õîòß áû îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: 1) B ñî-
äåðæèò ôóíêöèþ, êîíãðóýíòíóþ ôóíêöèè ϕ = x1 ∨ xσ22 xσ33
(σ2, σ3 ∈ {0, 1}), è õîòß áû îäíó èç ôóíêöèé 0, x¯1; 2) B ñî-
äåðæèò êîíñòàíòó 0 è ôóíêöèþ, êîíãðóýíòíóþ ôóíêöèè
ϕ = x1 ∨ (x2 ⊕ x3 ⊕ σ3)(σ3 ∈ {0, 1}); 3) B ñîäåðæèò ôóíê-
öèþ, êîíãðóýíòíóþ ôóíêöèè ϕ = x¯1 ∨ (x2 ⊕ x3 ⊕ 1), è õîòß áû îäíó
èç ôóíêöèé 0, x¯1
3 293
B ñîäåðæèò ôóíêöèþ, êîíãðóýíòíóþ ôóíêöèè ϕ1 = x¯1x¯2x3, è õîòß
áû îäíó èç ôóíêöèé x¯1, 1
4 250
B ñîäåðæèò ôóíêöèþ, êîíãðóýíòíóþ ôóíêöèè ϕ∗1 = x¯1 ∨ x¯2 ∨ x3, è
õîòß áû îäíó èç ôóíêöèé x¯1, 0
4 250
B ñîäåðæèò ôóíêöèþ x¯1 è õîòß áû îäíó èç ôóíêöèé, êîíãðóýíòíûõ
ôóíêöèè ϕ2 = x1(x2 ⊕ x3 ⊕ σ3) èëè ϕ3 = x¯1x2x3, ãäå σ3 ∈ {0, 1}
4 250
B ñîäåðæèò ôóíêöèþ x¯1 è õîòß áû îäíó èç ôóíêöèé, êîíãðóýíòíûõ
ôóíêöèè ϕ∗2 = x1∨(x2⊕x3⊕σ3) èëè ϕ3 = x¯1∨x2∨x3, ãäå σ3 ∈ {0, 1}
4 250
B ⊆ Congr{x1&x2, x1&x2&x3, x¯1, 0, 1} 5 182
B ⊆ Congr{x1&x2, x1&x2&x3, x¯1&x2, x¯1&x2&x3, 0, 1} 5 182
B ⊆ Congr{x1 ∨ x2, x1 ∨ x2 ∨ x3, x¯1, 0, 1} 5 182
B ⊆ Congr{x1 ∨ x2, x1 ∨ x2 ∨ x3, x¯1 ∨ x2, x¯1 ∨ x2 ∨ x3, 0, 1} 5 182
20
Òàáëèöà 2
B c d2 K(n)
B = B3 1 0 
B ⊆ B3\G 2 2 K2(n)
B ⊆ (Θ ∪ Θ∗ ∪ Congr{x¯1, 0, 1}), èëè B ⊆ (Ψ ∪∪ Congr{x¯1, 0, 1}), èëè B ⊆ (Ψ∗ ∪ Congr{x¯1, 0, 1})
3 9 K3(n)
B ⊆ (Ω ∪ Congr{x¯1, 0, 1}), èëè B ⊆ (Ω∗ ∪ Congr{x¯1, 0, 1}),
èëè B ⊆ (Ω1 ∪Congr{x¯1, 0}), èëè B ⊆ (Ω∗1 ∪Congr{x¯1, 1})
4 12 K3(n)
B ⊆ Congr{x1&x2, x1&x2&x3, x¯1&x2, x¯1&x2&x3, 0, 1} èëè
B ⊆ Congr{x1&x2, x1&x2&x3, x¯1, 0, 1}
5 20 K4(n)
B ⊆ Congr{x1 ∨ x2, x1 ∨ x2 ∨ x3, x¯1 ∨ x2, x¯1 ∨ x2 ∨ x3, 0, 1}
èëè B ⊆ Congr{x1 ∨ x2, x1 ∨ x2 ∨ x3, x¯1, 0, 1}
5 20 K4(n)
Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåñ-
ñîðó Ì. À. Àëåõèíîé çà ïîñòîßííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, ïîääåðæêó è ïî-
ëåçíûå ñîâåòû, à òàêæå ñîòðóäíèêàì êàôåäðû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ÌÃÓ
èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà çà öåííûå çàìå÷àíèß è ñîâåòû, ñïîñîáñòâîâàâøèå óëó÷-
øåíèþ òåêñòà äèññåðòàöèè.
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